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7. INTEGRALES DE SUPERFICIE

7.1. Superficies

Definicién de superficie

Se dice que S C R? es una superficie si existe una aplicacién continua e inyectiva (salvo quizas en

la frontera) ® : D — R3, D C R? conexo con D # (), tal que ®(D) = S. La aplicacién ® se llama
parametrizacidén de la superficie S, y se suele indicar: ®(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)).
Una superficie admite infinitas parametrizaciones.

Superficies diferenciables

La superficie S parametrizada por ® : D — R3, D C R?, se dice que es una superficie diferen-
ciable si ® € C'(D), salvo quizés en la frontera OD.

Son vectores tangente y vector normal a la superficie en ®(ug,vp), respectivamente, los
vectores:

_ 0% dz Oy 9
T = 54 (o, v0) = (5u> Fu- £> (o, vo) o TuxT, _ xR (o, 0)
9 N T o2 >
T, = 55 (o, v0) = (55, v %) (uo, vo) 1T x Tl |55 < 3y H

El plano tangente a la superficie S en ®(ug,vg) = (20, Yo, 20) €8
n-(xr— 0,y —yo,2 — 20) =0

Se dice que la superficie S es regular o suave en ®(ug,vg) si T, x T, # 0, y se dice que es
regular o suave en D si lo es en todos los puntos de D, salvo quizés en la frontera dD o en un
numero finito de puntos de su interior.

Ejemplos
1. El plano 7 que pasa por P(xg, Yo, 20), Q(x1,y1,21) v R(x2,y2,22) es una superficie regular
parametrizada por ® : R?2 — R3 definida por:
x =z + (1 — zo)u + (X3 — x0)V
= OP +uPQ +vPR o también <y =yo+ (y1 — yo)u + (g2 — yo)v
z =20+ (21 — 20)u+ (22 — 20)v

Los vectores tangente y normal son, respectivamente, los vectores constantes:

{Tu:@ PG x PR
N

2. Cualquier funcién continua f : D — R, D C R? conexo con D # (), define una superficie S
parametrizada por:
®:D—R
(u7 U) — (D(U,”U) = ('LL, v, f(u,v))

Si f € CY(D), la superficie es diferenciable y regular, siendo los vectores tangente y normal,
respectivamente:

o of —of
T, = (1,0, % (au’ 61;’1)
n—

T, = (0,1, 5 of of\?
-0 mETEe)
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3. La esfera de radio r > 0 centrada en el origen es una superficie parametrizada por

® : [0,27] x [0,7] — R3
(0,0) — (0, p) = (rcosfsinp, rsinfsin g, rcos p)

Con esta parametrizacién, la esfera es una superficie diferenciable y regular (salvo en los
puntos (0,0, £7)), siendo sus vectores tangente y normal:

Ty = (—rsinfsinp, rcosfsinp, 0)
T, = (rcosfcosp, rsinfcosp, —rsinyp)
n= (—r2 cos 0 sin? ¢, —r? sin 0 sin? o, —r? sin ¢ cos ©) = (—r2sin ) ®(6, )
4. El cono 22 + y? = 22 es una superficie parametrizada por:

® : R x[0,2n] — R3
(r,0) — ®(r,0) = (rcos, rsind, r)
Con esta parametrizacién, es una superficie diferenciable y regular (excepto en el origen),

siendo sus vectores tangente y normal:

n=——(cosf, sinf, —1)

T, = (cosd, sinf, 1) -1
Ty = (—rsinb, rcosb, 0) V2

5. El hiperboloide 22 + y? — 22 = 1 es una superficie regular parametrizada por:
® : R x[0,2n] — R3

(r,0) — ®(r,0) = (\/ 1+7r2cosf, V1+r2sinf, r)

6. El helicoide es la superficie regular parametrizada por:
® : [0,1] x [0,27] — R3
(r,0) — ®(r,0) = (rcosb, rsinb, 6)
Ejemplo

Halla el plano tangente a la superficie S parametrizada por ®(u,v) = (ucosv, usinv, u? + v?),
(u,v) € R?, en el punto ®(1,0) = (1,0,1).

Observacion: A partir de ahora, se entenderd que todas las superficies son regulares o
uniones superficies regulares, salvo quizds en un numero finito de puntos.

Area de una superficie

Si S es una superficie regular parametrizada por ® : D — R3, D C R?, se define su area como
o 00
>< R

la integral:
A(S) = T, x T, = —
)= [[ 1w auao= [[ |50

El area de una superficie no depende de la parametrizacion elegida para su céalculo.

du dv

Ejemplos

1. Calcula el édrea del trozo de cono parametrizado por ®(r,0) = (rcosf, rsinf, r),0 <r <ay
0<6<2r.

2. Calcula el area del toro con radio interior r > 0 y exterior R > r, cuya parametrizacién es:

® : [0,2n] x [0,27] — R3
(0,0) — ®(0,0) = (R+1rcosg)cosh, (R+ rcosy)sinb, rsinp)
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Area del grafo de una funcion

Sif: D— R, D CR? esuna funcién de clase C!, su grafo G(f) = {(z, y, f(z,9)) : (u,v) € D}
es una superficie regular que tiene por drea:

A(G(f)) ://D \/1+ (gi>2+ <g‘£)2dxdy

Areas de superficies de revolucion

Al girar el grafo de la funcién f : [a,b] — R, de clase C!, alrededor del eje de abscisas, se obtiene
una superficie de revolucién S regular cuyo area es:

b
A(S) = 2m / @) VIT (@) de

Ejercicios

1. Para cada una de las siguientes superficies, calcula vectores tangentes y normal (determinando
su regularidad) y, si es posible, esboza su grafica:

(a) ®(u,v) = (u,u? +v,0v?) (c) ®(r,0) = (rcosh,rsinf, r?)
(b) ®(r,0) = (cosb,sinb,r) (d) (0, ) = (2cosBsin p, 3sin b sin @, cos ¢)

2. Encuentra una parametrizacion de la superficie z = 2% + 32y — 12, y tisala para hallar el plano
tangente en el punto (2, —1, —3).

3. Halla el vector unitario que apunta hacia adentro del hiperboloide z? 4 3% — 22 = 1. ;Cudl es
su plano tangente en el punto (1,1,1)7

4. Halla el area de las siguientes superficies:

(a) El helicoide parametrizado por ®(r,6) = (rcosé,rsiné,0), (r,0) € [0, 1] x [0, 27].
(b) La parte de la esfera 2 + y? 4+ 22 = 1 interior al cono z? 4 y? = 22.

5. Halla el drea de la superficie que resulta después de perforar la esfera 22 + y? + 22 = 4 con
dos cilindros de radio unidad tangentes entre si y al eje z.

Soluciones y/o sugerencias a los ejercicios:
duv, —2v, 1
1. (a) Ty = (1, 2u, 0), T, = (0, 1, 20) y n = %
(b) T, =(0,0, 1), Tg = (—sinf, cosf, 0) y n = (—cosf, —sinf, 0).

(c) T, = (cosb, sinb, 2r), Tg = (—rsinb, rcosf, 0) y n = (_27"(:0?/91:427251119’1).

(d) Ty = (—2sinfsiny, 3cosfsingp, 0), T, = (2cosf cos ¢, 3sinf cos p, —sinp).

2. Por ejemplo: ®(u,v) = (u, v, u? + 3uv — v?), u,v € R?. Plano tangente: = + 8y — 2z + 3 = 0.

3. Vector: (— cos 0 cosh u, — sin 6 cosh u, sinh )
: ) v/cosh 2u,

4. (a) (vV2+1In(1 ++v2))7. (b) 2(2 — V2)7.

5. 32.

; Plano tangente: y — 1 = 0.



